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otationen ar typiskt helt bakvand i PDE & FEM bocker
L(u(z,t)) + f(z,t) =0

: differentialoperator (t.ex %a + %v

: som vanligt

: spatial dimension, givet for det fysikaliska problemet

: extern signal verkande pa systemet (virmekailla, krafter...)

: sokt storhet (temperatur, spanning, flode...)
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Konserveringslagar

Vi borjar direkt med en PDE for att nagot att arbeta med

ut+ ¢ = f

Grundekvationen for en stor mangd fysikaliska PDEer

Variabel Fysikalisk tolkning Exempel
w(x,t) densitet av nagot antal bilar/km
f(z,t) kvantitet genererad i (z,t) en infart
o(x,t) fluxi (x,t) passerarande bilari (z,t)

~
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onserveringslagar bygger pa “forandring = in-ut+skapat”

b b
%\g u(z, t)de = ¢(a,t) — ¢(b, 1) +\g f(z, t)dw

Dm u och ¢ ar tillrackligt snalla kan denna integralekvation skrivas
bm till konserveringslagen.
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Konserveringslagar, exempel

Transport av inkompressibelt material : ¢(z,t) = vu(z,t). Konstan-
ten v ar hastigheten pa transporten.

Generellt : ¢(x,t) = cu(x, t) kallas linjar konvektion.
Om ¢(z,t) = g(u(x,t)) kallas det olinjar konvektion.

Trafikmodeller kan modelleras med olinjar konvektion ¢ = (1 — u).

\ \
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Konserveringslagar, exempel

armeledning : Om vi infor varme u(x,t) = pCT'(x,t) sa galler en-
rgibalansen (utan kalla)

ut + ¢z =0
ouriers lag ger ¢ = — KTy, dvs varmen flodar dit det ar kallare
K
U — b‘Qﬁaa =0

enerellt : ¢(z,t) = cuy(z,t) kallas linjar diffusion

J

Modelling 010118

PDE & FEM

QEGLERTEK N

oo

P
“Touanc cont®®

LINKGPING

Karakterisering av PDE /

e Linjaritet : Ungefar som ODE

us + g(x)uge = h(x) : linjar
ut + g(u)uge = h(x) : olinjar

e Ordning : Som ODE, hogsta forekommande derivatan

e Struktur : Hyperboliska, elliptiska och paraboliska

/ e Rand och initialvillkor \
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an tittar pa en andra ordningens PDE

\&QHH + m\g,ﬁw + Qﬁww I_I TJA.H.J wg U, Ut, QHV =0

lefiniera diskriminanten D = B2 — 4AC

Fall Namn Exempel
D >0 hyperbolisk vagekvationen us; = c2ugzs
D =0 parabolisk diffusion u; — kugy =0
D <0 elliptisk Laplace uzz + uyy = 0

lassificieringen anvands for att valja [6sningsmetoder etc.
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e Initialvardesproblem
u(z,0) givet
Den lattaste sortens problem
Ofta hyperboliska, t.ex. vagekvationen over oandlig domin

e Randvardesproblem
u(randen,t) givet (Dirichlet), du(randen,t) givet (Neuman)
Svéarare att losa
Elliptiska problem, t.ex. Laplace

e Initial-randvardesproblem
/ Generella fallet

)

PDE & FEM 10

Modelling 010118

~

Analytisk l6sning

Precis som i ODE kan detta endast goras for enkla modeller.
Dock, dessa losningar ger insikt i hur svarare |6sningar ar uppbyggda.

anligaste metoder
e Variabelseparation

e Integraltransformer

J
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Variabelseparation

Ansatt u(x,t) = y(x)g(t) och plugga in i differentialekvationen
Forhoppningsvis far man ett gang med ODE

Kraver viss struktur pa bdde PDE och randvillkor

.

~
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Variabelseparation, exempel

armeledning i 1D, ren diffusion
Ut — Ugxr — 0

i ansitter u(z, t) = y(z)g(t) = y(x)g (t) =y (x)g(t) =

y' (@) _ g
y(z)  g(t)

ftersom det ar z till vanster och ¢ till hoger maste

y'(@) _g® _
y(z)  g(t)
i har tva stycken ODE. \
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Integraltransformer

Samlingsnamn for Fouriertransformer, Laplacetransformer och andra
lite mindre vanliga transformmetoder

Typiskt appliceras transformen pa ¢ (de spatiala koordinaterna ar of-
tast endast definierade over en begransad doman)

Inga konstigheter

\ \
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Integral transformer, exempel

ransport med endast linjar konvektion och matning i z = 0

ut(z,t) + vug(z,t) = 0
u(0,t) = r(t)
u(zx,0) = 0,0<z<L

aplacetransformera m.a.p. ¢

mqmavmvn_uewmﬁﬁmv =0
U(0,s) = R(s)

standard ODE av forsta ordningen (i = alltsa)

U(z,s) = R(s)e 5%/? \
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Integral transformer, exempel

Notera, overforingsfunktionen fran x =0 tillz = 1
U(1,s) = R(s)e 5/?

Om vi definierar tiden det tar for en partikel att rora sig en [angdenhet
T = 1/v sa har vi

U(1,s) = R(s)e™*T
En PDE for en tidsfordrojning 7" ar alltsa

1
/<_ kommer tillbaka till detta senare... \
15
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Numerisk losning

praktiken maste man 16sa problemen numeriskt

i kommer att titta pa

e Finita differensmetoder

e Finita elementmetoder

)
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Infor en diskretisering i bade x och ¢

Ersatt derivator med differensapproximationer
u(z + A, t) —ulx, t)
A
u(z,t +6) —u(z, t +96)
A

%

ug(x,t)

ug(x, t)

%

Ger ett stort ekvationssystem att |6sa for elliptiska system.

Ger typiskt ett dynamiskt system for paraboliska och hyperboliska,
dar vardena i diskretiseringspunkterna i den spatiala dimensionen blir

\_tillstand. )
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Finita differensmetoder |

e Numerisk stabilitet beror bade pa § och A.
FOr u; = ugr maste § < 0.5A2.

e Enkel att forsta och implementera.

Kan tyvarr ge daliga modeller.

Numeriken kan forbattras genom att anvanda implicita metoder.

~
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| Finita elementmetoder |

For tillfillet kommer vi bara titta pa linjara statiska problem,

L(u(z)) + f(z) =0

Vart mal ar att approximera funktionen u(x)

Analytiskt vet vi att u(z) for manga problem far [6sningar i form av
en oandlig summa

u(z) = Y 0;¢;(x)

Jj=1

\ \
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7 Finita m_m_:m:ﬂq:mﬂoam_._

starkta av var kunskap om strukturen pa en l6sning infor vi basfunk-
ioner (oftas kallat trial-functions inom FEM)

P(z) = [p1(2) ... dn(z)]
;amt en okand parametervektor
0(z) = [01...0,]"
i definerar var approximation

u(z) = ¢b

~

)
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Finita elementmetoder, basfunktioner

En viktig del av FEM ar att valja basfunktionerna.

Diskretisera den spatiala dominen och infor basfunktioner som ar
lokala kring varje diskretiseringspunkt.

Fordelen ar dels numerisk, men dven att parametrarna 0 far en fysikalisk
tolkning. Med lampligt val av basfunktioner kommer 0; = @(x;)

\ . \
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Diskretisering av (0 < x < 1) i tre element (fyra basfunktioner)

12r

0.8

0.6

0.2

Finita elementmetoder, 1D linjar basfunktion /
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FEM, residualer

Hur valjer vi 6?

Vi skulle vilja minimera u(z) — u(x), men vi kdnner ju inte u(x)

Vi vet dock att den korrekta Iosningen uppfyller £(u(z)) + f(z) =0
Detta galler dock inte for approximationen, utan dar har vi

L(u(z)) + f(x) = R(x)

Ett lampligt satt att hitta u(x) kan alltsd vara att minimera residualen
R(z). Detta ar grundiden i all FEM. \

/ 23
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FEM, olika metoder

tt gang metoder for att minimera R(z) finns

e Collocation

Viktade residualmetoder

e Galerkin

Minsta kvadrat

)
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FEM, collocation

Absolut enklaste metoden
Valj ett antal punkter ¢;, och satt

mmnsv =0

Observera att de valda punkterna inte behover vara ndgon av diskre-
tiseringspunkterna.

Ger ett linjart ekvationssystem for att hitta 6.

oo ™

\ . \
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FEM, viktade residulametoder

samlingsnamn for de flesta metoderna

alj viktsfunktioner v, (x) och sitt

[ ¥i@R@)ds =0

otera, collocation < ;(z) = 6(x — ¢;)

~

J
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FEM, viktade residulmetoder

Om vi stoppar in definitionen av R(x) och @(z) sa har vi

[ 9@ E@@0) + f(@)de = 0

Detta ger ett linjart ekvationssystem

~

J

K6=5b
dar
b= — [ i@ f(@)de
Kij = [i@)L(s))d
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FEM, Galerkin

lassisk metod inom FEM.

Ar en viktad residualmetod dir man viljer

Yi(z) = ¢i(x)

ar fordelen att den ger symmetriska matriser (efter lite trick)

)

28 Modelling 010118

PDE & FEM

AEGLERTEK N

oo

4 ¢
UTonamc cont®

LINKGPING

FEM, Minsta kvadratmetoder

Minimera

\mmﬁav&a

Ar ocksa en viktad residualmetod ty minimum ger

%@. A\ mmg%v =2 WMEHV% =0

dvs

_ OR(x)
Yi(z) = ®|9

S .

)
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Programvara

e FEMLAB i MatLab : Generell FEM analys

e PDE i MatLab : Liknande FEMLAB fast lite enklare

e DSolve i Mathematica : Analytisk l6sning

J
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Reglering och sant

For att reglera system med PDEer kan man

e Gora det svart for sig
e Gora det lite mindre svart for sig

e eller gora det ganska enkelt

/ 31
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svart: Den mesta reglerteorin (med ODE) gar att 6verfora till PDE
system. Dock blir matematiken (och regulatorerna) vildigt komplexa.
ypiskt sa far man regulatorer i form av PDE operatorer.

indre svart: Boundary control. Skapa en regulator med standard
eknik, baserad pa de (begransat antal) matsignaler man har. Analy-
era stabilitet antingen strikt eller att genom géra en FEM modell av
lutna system.

nkelt: Borja med att gora en FEM modell av systemet. Applicera
sedan standard reglerteori pa den erhallna modellen (som 4r en stan-
lard finitdimensionell tillstdndsmodell)

. )
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