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Matematisk teori f ör bindningsgrafer

• Definition av bindningsgrafer

• Koppling mellan linjära grafer och bindningsgrafer

• Ekvivalensklasser av bindningsgrafer

• Kort om singularitet och kausalitet
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Definition 1 av bindningsgraf (Birkett & Roe, [1]):

•En bindningsgraf B består av

1. en graf, (V,Ei), där

(a)V = {knutpunkter}. V är uppdelad i två del-
mängder S (serie) och P (parallell),

(b)Ei = {bindningar},

(c) alla bindningar går mellan olika knutpunkter.

2.Ee = {“externa bindningar”}, som var och en är
kopplade till precis en knutpunkt i V .

•Enkel bindningsgraf: Inga bindningar går mellan sam-
ma två knutpunkter, och det finns inte någon isolerad
knutpunkt med bara en bindning.

•Proper bindningsgraf: Alla bindningar går mellan en
s- och en p-knutpunkt.
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Bygg bindningsgraf fr ån linj är graf (“Klipp- och
klistrametoden”)
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Samma linj ära graf kan ge olika bindningsgrafer
(⇒ Behov av ekvivalensklasser...)
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Egenskaper hos bindningsgraf skapad med “Klipp-
och klistrametoden”

• Proper!

• Extrabågarna i grafen motsvarar inre bindningar i
bindningsgrafen.

Det är de inre bindningarna som skiljer sig mellan olika
bindningsgrafer för samma system...

Jacob Roll

BindningsgrafteoriREGLERTEKNIK

AUTOMATIC CONTROL

LINKOPING

6

Vektorrum f ör bindningsgraf

B = bindningsgraf

Låt W (B) = {delmängder av E = Ei ∪ Ee}. Anta att
E = {b1, . . . , bn}. Låt

bi ↔


0
...
1
...
0

← i:te positionen

Med vanlig multiplikation och addition modulo 2 bildar
W (B) ett n-dimensionellt vektorrum med 2n element.
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Definiera:

• s-vektor: Vektor motsvarande alla bindningar från
en s-knutpunkt.

•p-vektor: Vektor motsvarande två bindningar från
samma p-knutpunkt.

•B:s s-rum Ws(B): Underrummet som spänns upp
av alla s- och p-vektorer.

•B:s cykliska rum Wcy(B): Det underrum avWs(B)

vars vektorer endast innehåller element motsvaran-
de de externa bindningarna av B.

Def: Två bindningsgrafer är s-ekvivalenta om de har
samma cykliskt rum.

Sats: Alla bindningsgrafer från samma linjära graf är
s-ekvivalenta!

Problem: Alla s-ekvivalenta grafer kan inte bli härledda
från en linjär graf!
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Definition 2 av bindningsgraf (Lamb et al., [6]):

En bindningsgraf B består av

1. en graf,

2. en uppdelning av grafens noder i interna och externa
noder,

3. en uppdelning av de interna noderna i s- och p-knut-
punkter samt bindningselement , d v s transforma-
torer (TF) och gyratorer (GY),

4. energiflödesriktningar för alla bindningar.

Följande måste dessutom gälla:

1. Alla isolerade noder måste vara interna.

2. Det får inte finnas någon bindning mellan två externa
noder.

3. Vid transformatorer och gyratorer måste båda bind-
ningar ha samma energiflödesriktning.
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Intensiteter och fl öden

Till varje bindning b associeras en intensitet e(b) och ett
flöde f(b). Definiera (v är en nod):

σ(b, v) =


1 om b:s energiflödesriktn går in mot v

−1 om b:s energiflödesriktn går ut från v

0 om b inte sitter ihop med v.

•För varje knutpunkt J med bindningar b1, . . . , bh, mås-
te gälla:

h∑
i=1

σ(bi, J)fi = 0, e1 = · · · = eh om J = p-knutpkt

h∑
i=1

σ(bi, J)ei = 0, f1 = · · · = fh om J = s-knutpkt

•Till transformatorer associeras ett tal r, som uppfyller
e1 = re2 och f2 = rf1.

•Till gyratorer associeras ett tal t, som uppfyller e1 =

rf2 och e2 = rf1.
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Ett ekvivalensbegrepp

• En uppsättning flöden och intensiteter till en bind-
ningsgraf är giltiga om de uppfyller alla föregående
ekvationer.

• En tilldelning av flöden och intensiteter till de ex-
terna bindningarna är genomf örbar om det går att
hitta värden för de interna bindningarna så att den
totala tilldelningen blir giltig.

• Två bindningsgrafer B och B′ är akausalt ekviva-
lenta om

1. de har lika många externa bindningar, och

2. varje tilldelning av flöden och intensiteter till de
externa bindningarna i B är genomförbar omm
motsvarande tilldelning i B′ är det (för någon
passande numrering av B och B′).
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Akausala ekvivalensoperationer:

•AE0 = BE0: Byt alla energiflödesriktningar i en sam-
manhängande del av grafen.

•AE1 = BE1: Ta bort en knutpunkt utan bindningar,
eller en knutpunkt med två bindningar till samma bind-
ningselement.

•AE14 = BE14: Byt en extern nod med k bindningar
mot k externa noder med en bindning var.
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Akausala ekvivalensoperationer:
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Akausala ekvivalensoperationer:
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Akausala ekvivalensoperationer:
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Satser om akausal ekvivalens

Sats: Om två bindningsgrafer är akausalt ekvivalenta,
kan den ena erhållas från den andra m h a en sekvens
av operationerna BE0–BE14 och deras inverser.

Def: En länk är en sekvens av bindningar med endast
bindningselement emellan (kan vara en enda bindning).

Def: En standardbindningsgraf uppfyller:

(a) Varje extern nod har exakt en bindning.

(b) Ingen bindning går mellan två bindningselement.

(c) Ingen länk börjar och slutar i samma knutpunkt.

(d) Inga länkar med udda antal gyratorer går mellan två
olika sorters knutpunkter, och inga länkar med jämnt
antal gyratorer går mellan två lika knutpunkter (B är
kontraktionsminimal ).

(e) Inga par av länkar har samma ändpunkter.

(f) Inga bindningselement binder till externa noder.

(g) Varje knutpunkt binder till exakt en extern nod.

Sats: Varje bindningsgraf är akausalt ekvivalent med
en standardbindningsgraf.
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Satser, forts...

Sats: Låt B vara en bindningsgraf med k externa bind-
ningar. Då gäller:

•De genomförbara tilldelningarna för B bildar ett vek-
torrum av dimension k.

•Det finns en mängd med k oberoende variabler, en
från varje extern bindning, som kan väljas fritt, och
som bestämmer värdena för resten av de externa
variablerna.
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Öppna fr ågor:

• Är BE0-BE14 oberoende? Är de en minimal mängd
operationer?

•Finns det någon standardform som är unik för varje
ekvivalensklass?
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Singularitet:

Definition:

•En knutpunkt är singulär om dess “gemensamma va-
riabel” (intensitet för p-knutpunkt, flöde för s-knut-
punkt) inte är entydigt bestämd av de externa vari-
ablerna.

•En bindningsgraf är singulär om den innehåller en
singulär knutpunkt.

Finns det alltid någon enklare, ekvivalent bindningsgraf
som är ickesingulär? Ja!

Sats: Om J är en singulär knutpunkt i en kontraktions-
minimal bindningsgraf B, så är B och B − J akausalt
ekvivalenta.

Sats: Varje bindningsgraf är akausalt ekvivalent med
en ickesingulär bindningsgraf.
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Kausalitet:

Talar om vilka signaler som ska betraktas som in- resp.
utsignaler.

Regler:

>
a p a
⊥

⊥
` s `
>

` TF `
` GY a

a GY `
För vilka bindningsgrafer kan man ge en motsägelsefri
kausalitetstilldelning?

Sats: En kontraktionsminimal bindningsgraf har en mot-
sägelsefri kausalitetstilldelning omm för varje mängd S
av knutpunkter, det finns högst |S| isolerade delar i B−
S som dels innehåller ett udda antal knutpunkter som
inte binder till en extern nod, dels inte innehåller knut-
punkter som gör det.

Problem: Svårt att kolla om satsen är uppfylld!
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Knyt ihop kausalitet och singularitet

Def: En kausalitetstilldelning för de externa bindningar-
na är konsistent om insignalerna kan väljas oberoende
av varandra. (Minns: Går alltid att hitta sådan tilldel-
ning!)

Def: En kausalitetstilldelning är ickesingul är om de
inre variablerna bestäms entydigt av (de yttre) insignal-
erna.

Sats: En kausalitetstilldelning är ickesingulär omm den
är konsistent och B är ickesingulär.

Sats: En bindningsgraf har en ickesingulär kausalitets-
tilldelning omm den är ickesingulär. Då är även varje
konsistent val av insignaler möjligt att utvidga till en icke-
singulär kausalitetstilldelning.
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